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Vectorruimten

1 Definitie en rekenregels

1.1 Definitie

Vectoren in het vlak kunnen we optellen en vermenigvuldigen met een getal. Ook geldt bijvoorbeeld
de distributiviteit.

24 + 2b = 2(d@ + b)

Een reéle vectorruimte R, V, + is een niet-lege verzameling V, waarbij we

1 twee elementen van V kunnen optellen en

2 van een element van V een veelvoud kunnen nemen.

Deze bewerkingen voldoen aan de volgende eigenschappen:

) Vi, eV :0 +weV optelling is inwendig
i) Vi, s, w eV : (d+7) + 0 =i+ (¥+ ) optelling is associatief
i) 0eV:VeeV:94+40=0=0+7 er bestaat een neutraal element voor +
V) VieV:3d eV:a+ad =0=a +a elk element heeft een symmetrisch element
V) Vi, W eV 9+ d=w+7 optelling is commutatief
Vi) VrFeR, VoeV:r-deV scalaire vermenigvuldiging is inwendig

Vi) Vr,s e R, VO eV :(rs) -7 =r-(sv) scalaire vermenigvuldiging is gemengd associatief
viii) VoeV:1-9 = @ 1 js het neutraal element voor de scalaire vermenigvuldiging

—

iX) Vr,s e R, VO, W€V :(r+ s)-9=r-v+s-7 enr-(0+w)=r-0 +r- -0

distributiviteit van de optelling t.o.v. de scalaire vermenigvuldiging

Omwille van eigenschappen (i) t.e.m. (iv) is V, + een groep.
Als ook eigenschap (v) geldt, dan is V, + een commutatieve groep.
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1. Vormen de volgende verzamelingen voorzien van de gegeven bewerking een commutatieve

groep?
(a) N, +
(b) Z, +

(C) Za '

(e) Q + (h) R, —
(f) Ro, -

Voorbeelden van vectorruimten:

)

AR RRRERARRARRA

o, +
So, +
R2, +
R3, +
R™, +
Rz], +
RQXQ, +
RN +
RR, +

De vectoren in het vlak ny dat de oorsprong bevat.
De vectoren in de ruimte S, dat de oorsprong bevat.
R? is de verzameling van de geordende tweetallen.
R3 is de verzameling van de geordende drietallen.
R” is de verzameling van de geordende n-tallen.
R[z] is de verzameling van de veeltermen.

R2*2 js de verzameling van de 2 x 2 matrices.

RY is de verzameling van de rijen (a;).

RE is de verzameling van de afbeeldingen.!

2. We definiéren PX = {(x) cx,y € R} met als som: (xl) + (xz) = (xl T r2 1) en scalaire
Yy

vermenigvuldiging: r - (;) = (

Y1 Yo Y1+ y2—1

re+r—1

). Toon aan dat PX, + een vectorruimte is.
ry—r+1

3. Gegeven zijn de vectoren in RY : ¢ = (1,2,3,4,5,...) en w = (1,2,1,2,1,2,...)

(a) Bereken 3w+ @

(b) Geef de tegengestelde vector van o

—

(c) Toon aan: Vr,seR :ri+si= 0 =>r=5=0

1.2 Rekenregels

(a) V@ eV:0-a= 0

Bewijs.
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0 is het neutraal element voor de optelling in V

definitie symmetrisch element voor de optelling in V

1 is neutraal element voor de scalaire vermenigvuldiging
distributiviteit van + t.o.v. de scalaire vermenigvuldiging
1 is het neutraal element voor de optelling in R

1 is neutraal element voor de scalaire vermenigvuldiging
definitie symmetrisch element voor de optelling in V

1Een afbeelding binnen R is een functie waarbij het domein ook R is.
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b) VreR: r-0= 0
Bewijs
T 6 =T a—a

@) 0 is neutraal element voor de optelling in V

=rd—rd distributiviteit van scalaire verm. t.o.v. de optelling
=0 0 is neutraal element voor de optelling in V/
O
(c) Vre R, Vd@a eV: ri= 0er=0va=0
Bewijs.
<
r=0=0-d= 0
i=0=r-0=20
=
Zijre R, ergeltdatr=0of r #£0.
Indien r =0, is het bewezen.
Beschouw nu r # 0.
a =1-a neutraal element
1 . . . .
= < -r) a symmetrisch element voor de vermenigvuldiging in R
,
=—-(r-a@) associativiteit van de scalaire vermenigvuldiging
r
1 -
=2-.0 gegeven
T
=0 rekenregel 2
O

Bewijs
x—d=1-(—d)
x(—-1)-d+dad

(-1)-a

>
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() Va, b ¢éeV:a+h =a+¢ = b==¢
Bewijs.
i+ b =a+ ¢
|l bij beide leden —a optellen
—@ +d+ b =—a +d+ ¢
|l symmetrisch element voor de optelling
0+ b =0+ ¢

b

| 0 is neutraal element voor de optelling

=

1.3 Lineaire combinatie

Een som van vectoren van de verzameling V en een veelvoud van een vector uit V is terug een

vector van V.

Stel oy,,,...

-
Y U'VI,

eV en r1,To,...
combinatie van de vectoren o, 7s,...

r, € R danis v =

—
’IUH'

T U1 +71e Vo + ...+ 7, U, €en lineaire

Eigenschappen:

1. Een lineaire combinatie van een lineaire combinatie van vectoren is een lineaire combi-
natie van deze vectoren.

Voorbeeld:
T=-3a+4b
y=2d—b

-,

AT 27 =4 (—3a’+ 45’)—2(25— )
—12@+16b—4a+2b
~16G+18b

2. Een vector kan soms op verschillende manieren als lineaire combinatie geschreven wor-
den.

Bijvoorbeeld: vectorruimte R, R2, +

(2,1) is een lineaire combinatie van (0,2), (3,0) en (8,4):
(2,1)=0-(0,2) +0-(3,0) + 3(8,4)

of ook

(2,1)=3-(0,2)+ 5-(3,0)+0-(8,4)

4. Kan je (1

2 als lineaire combinatie van 10 01 12 en 00 schrijven?
3 4 0o 2)" \2 0/ \o o 1 2 jven:
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2 Deelvectorruimten

2.1 Definitie

R, W, + is een deelvectorruimte van R, V, + als en slechts als
R, W, + is een vectorruimte en W C V.

Voorbeeld: R, my, + is een deelvectorruimte van R, Sy, +

2.2 Criterium

R, W, + is een deelvectorruimte van R, V,+ met W # ()
(i

Vrose RYU,W eW: r-v+s-w eW

Bewijs.
1) R, W, + is een deelvectorruimte van R,V,+ = Vr,seR VO, W eW: r-0+s-w € W
In een vectorruimte is de scalaire vermenigvuldiging een interne bewerking, dus:

Vr,VU eW: r-v eWenVs e,V W eW: s-w eW
|} de optelling is een interne bewerking in een vectorruimte
Vr,s e VU, W eW:r-v4+s-w €W

2Q)Vr,seRNVU,wW eW: r-d+s-w € W =R, W, + is een deelvectorruimte van R, V, +

Kiesr=s=1:V9, W eW:1-9+1-@W= v+4wW €W.
Dus de optelling is inwendig in .

Kiess=0:V¥, @ eW:r-v4+0-d= rv e W.

Dus de scalaire vermenigvuldiging is inwendig in W.

We verifiéren de eigenschappen van een vectorruimte (zie definitie).
Eigenschappen (ii), (v), (vii), (viii) en (ix) gelden automatisch omdat W c V.

(iii) Kiesr=5s=0: 0-0+0- 0= 0eW
Aangezien W c Visook 7+ 0 = @

(iv) Kiessr=-1lens=0: (-1)-9+0-W = €
Aangezien W c Vis 00k 74 (1) ¢ =0,V 7 e W
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2.3 Voorbeelden

e De vectorruimte R,R2, +

1. W= {(z,1)| z € R}
(z,1) en (y,1) e W :
@)+ 1) = (z+y,2) ¢ W
W is geen deelvectorruimte.

2. W={(z,0)] x € R}

Vr seR, V(z,0), (y,00 e W:r-(2,0)+s-(y,0) = (rz, 0)+ (sy, 0) = (rx + sy,0) € W
W is een deelvectorruimte.

3. W= {(z,y) e R? 3z —y =0}
GeldtVr, seR, V(z1, y1 ), (w2, y2 ) €W ir(z1, 1 ) +5 (x2, o ) EW ?

3r1— y1=0en3zs — y2 =0

4

r(3zy — y1) +s5(Brz — y2) =0
U

3rr; + 3 sxo —ry; —sys =0
4

3(razr + sxo)—(ry1 +sy2) =0

Dus (rzy + sxa, Ty1 + sy2) € W.
W is een deelvectorruimte.

4. W=A{(z,y) eR}y=x+4}
r1+4— y1=0enz;+4— y; =0
ra;+sxot+rd+ sd—( ry1+ syy) =0= (rog + sz, ry1 +sy2) ¢ W

W is geen deelvectorruimte.

>
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e De ruimte Sy

a. Vectorvlakken

(=1

I,

b. Vectorrechten Lo =R @

c. {0}
d. Sp

5. Zijn de volgende verzamelingen deelvectorruimten in R,R3, +?

(@) W={(z, y, 2) eR¥az+y=0}

(b) W:{(x, Y, 2) eRSi%z%%}

6. Zijn de volgende verzamelingen deelvectorruimten in R, R*+?

(@) A= {(z1, 22, x3, z4) € R*; 2, =0}
(b) B:{(:rl, To, x3, 74) € RY; 11 =0 of x2:0}
(c) C={(z1, @2, w3, za) € R*; 21+ x4=0}

(d) D={(z1, x2, 23, x4) € R*; 214+ 22=1}
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2.4 Doorsnede van deelvectorruimten

De doorsnede van twee deelvectorruimten is een deelvectorruimte.

Bewijs. Stel A en B zijn deelvectorruimten van R, V, +

VU, W € ANB, Vr,s € R:

U, w € ANB U, w € AUB
U U
U, W €A v, W €B
[} criterium deelvectorruimte o}
rovot+sw €A rv+sw €B
I

rio+sw €A N B
|l criterium deelvectorruimte
AN B is ook een vectorruimte

Voorbeeld:

oo en By zijn twee verschillende vliakken in de ruimte die 0 bevatten. ag N By = Lo
R, ag, + €n R, 5y, + zijh de deelvectorruimten van R, Sy, +

R, Lo, + is ook een deelvectorruimte.

2.5 Opspanning van een deelverzameling

Zij R,V,+ een vectorruimte en D = {¢},0>....0, } C V.

De opspanning van een deelverzameling D is de verzameling van alle lineaire combinaties
van D.
Notatie: Span D

Span®D = {ri% + ro Vo + ...+ TpUn: 71, To, Ty ER}

Voorbeelden:
e Span{(1, 1, D} = {r(1,1,1);r e R} = {(r,r,7);r € R}

e Span{(1, 1, 1), (0,1,2)} ={r(1,1,1)+s (0,1,2) : r, se R} = {(r,r+s,7+2s) : r, s € R}

7. Gegeven: R, R*, +
Geldt (3, 9 ,—4, —2) € Span {(1, =2, 0, 3), (2, 3, 0, —1), (2,—1,2,7)}?

8. Gegeven: R,R[z],+
Behoort —5 z* + 6 x + 14 tot Span {2*>+3 z—4, —2® +2 2 +6, 2 2% +4}?

9. Gegeven: R,R?, +
Noteer Span {(2,0,3),(—1,1,0)}

2Een synoniem voor Span D is vct D= de vectorruimte die ontstaat door alle lineaire combinaties van vectoren van D te
nemen.

»> | UHASSELT 9
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Hoofdeigenschap van de opspanning van vectoren
R,V,+ is een vectorruimte met v,,%,....7, € V, dan geldt:

a) U1, U2y .vn, Uy € Span{ﬁl,ﬁ'g....{)’n}

b) Span {v,v,,...,0,} is een deelvectorruimte van V

Cc) W een deelvectorruimte is van V en {v},vs,...,9,} C W = Span{th,vs...,0,} C W

Bewijs.
a) v =1-v14+0-U+...+0-7,

Uo=0-U1+1-Up+...+0-7,

—

Up=0-014+0-0y...4+ 1- ¥,

De vectoren o, vs,...,7, kunnen als een lineaire combinatie van {¢},7s,...,0,}
geschreven worden. Ze behoren dus tot Span {v;, va,...,Us}-

b) V oy, Wy € Span {v1,02,..., 0.}, Vr,seR:

ri; + SWy =
I W =70 +7r2 Ta....+71p0n (gegeven)
Wo = 81U + 82 Ua....+ Sp,Un

=r(rivy +ro Voo +100n) + 8(5101 + 82 To ... + 8,05)

=(rry +s8s1) U1+ (rro +883) o+ ...+ (rry +88,) Un
J(rry +ss1),(rra 4+ 8s2), ..., (rrp +8s,) €ER

rw + suwy is een lineaire combinatie van {¢),0;...,7,}
\

rwy + s € Span {Uh,02...,0,}
| criterium deelvectorruimte

Span {Uy,7s,...,0,} is deelvectorruimte

c) Als W een deelvectorruimte van V is en {#},¥s,...,0,} C W dan is Span {¥,0s,...,0,} C W.
Dit volgt uit de definitie van opspanning en deelvectorruimte.

10
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Gelijkheid van opspanning
Zij R, V,+ een vectorruimte met vy, v,,...,7, € V en wy,ws, ..., W, € V.
Span {V1,Vs,...,0,} = Span {W, W, ..., Wy}

)

U1,y ..., Un € Span{w, Wy ... Wy}

Bewijs.
=

U1, Vs, ..., Up € Span{vh, va, ..., U} (hoofdeigenschap deel a)

| gegeven: Span{vy,a,...,U,} = Span {w,Ws,..., Wy}

U1, V2, ... ,Un € Span{wl,w2,...,wm}
Analoog voor Wy, ws, ..., W, € Span{w,ws, ..., W}
V1,02, ...,0n € Span{w1,1ﬁ2,...,wm}

(! (hoofdeigenschap deel b)
Span {7y, v,...,U,} is een deelvectorruimte van Span {w, ws, ..., Wy}

Wy, W, ..., Wy € Span {vy, Vs, ..., 0}
(3 (hoofdeigenschap deel b)
Span {1, ws, ..., W, } iS een deelvectorruimte van Span {¢, vs,...,0,}

Uit (1) en (2) volgt: Span{¢y,vs,...,0,} = Span {w,wa, ..., W}

10. Toon aan:

(@) Span {1+ X, 1—X } = Span{l, X}

(b) Span{l +2X — X234+ X — X2 4+ X2} = Span{l, X, X2, X — 2X?2}

>
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3 Vrije deelverzamelingen

3.1 Lineair onafhankelijke vectoren en verzamelingen
Is (—4,8) een lineaire combinatie van (3,5) en (10,2)?

(—4,8) = a(3,5) + b(10,2)
— (3a+ 10b, 5a + 2b)

Dit leidt tot het volgende stelsel van vergelijkingen:

3a + 10b = —4 (1)
S5a+2b=8 (2)

We lossen dit stelsel op door vergelijking (1) met 5 en (2) met -3 te vermenigvuldigen :

5-(3a-+10b) =5 (—4) (3)
—3-(a+2b)=—-3-8 (4)

We tellen vergelijkingen (3) en (4) op:

15a + 50b — (15a 4 6b) = —20 — 24
A4h = —44
b= -1

We substitueren b = —1 terug in vergelijking (1):

3a+10(—1) = —4

3a—10=—4
3a=6
a=2

Dus, (—4,8) = 2(3,5) — 1(10,2).
(—4,8) is dus een lineaire combinatie van (3,5) en (10, 2).

Is (1,2,3) een lineaire combinatie van (5,0,6) en (7,0,8)? Nee

¢ is lineair afhankelijk van {a; , a2, .... @,} als en slechts als ¢ een lineaire combinatie is van
{d1, da, ....Qn}

Symbolisch:

v is lineair afhankelijk van {@;, , do, .... d,} = 3 k1, ka... kn ER:T= ky a1+ kody + ... + kndp
{d1, da, .... d,} is een vrije of lineair onafhankelijke verzameling als en slechts als geen
enkel element een lineaire combinatie van de andere elementen is.

Een vrije verzameling is dus een verzameling van lineair onafhankelijke vectoren.

»> | UHASSELT
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3.2 Eigenschappen

{d , @, ....d,} is een vrije verzameling als en slechts als de enige lineaire combinatie van
{@, @, ....d,} die gelijk is aan de nulvector de triviale combinatie is.

Symbolisch:

—

{d@, , da, ....dy} is een vrije verzameling

)

kid@y + keds+ ... kpdn= 0=k =ks=...= k,= 0

Bewijs.
=

Veronderstel dat er een niet-triviale combinatie van de vrije verzameling {d;, d, ..., d,} bestaat
die gelijk is aan de nulvector:

kvdy + koo + ...+ kpdn =0 met Jie{l,2,...,n}:k;#0
J

o k@) — kody — ... — kndy,

i = ;

d; is een lineaire combinatie van de andere elementen van {a;,ds,...,d,}-
Dit is strijdig met het gegeven dat {d,ds,...,d,} een vrije verzameling is.
Dus enkel de triviale lineaire combinatie van {a;,a»,...,a,} is gelijk aan de nulvector.

“«-

Veronderstel dat {a;,d>,...,d,} geen vrije verzameling is. Bijvoorbeeld:

a; =k1d1 + kods + ... + kndy,
I
1-d; — kidy —k‘gﬁg—...—knﬁnzﬁ
Dit is een niet-triviale lineaire combinatie van {d;,ds,...,d,} die gelijk is aan de nulvector.

Dit is strijdig met het gegeven.
Dus {d;,ds,...,d,} is een vrije verzameling. O

>
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Een deelverzameling van een vrije verzameling is ook vrij.

Gegeven: A = {d,ds,...,d,} IS vrij.
Te bewijzen: D = {d,,...,d,} is vrij.

Bewijs.
Veronderstel dat D niet vrij is.
I ks € {ko ks, ... kn}:ki #0
kody + kadz + ... + kpdn =0

)
0@y + koo + ksds + ...+ kpdn =0

Wegens k; # 0 is dit een niet-triviale combinatie van A.
Dit is strijdig met het gegeven dat A een vrije verzameling is.
Dus D = {ds,...,d,} is ook een vrije verzameling. O

Als je aan een vrije verzameling A een element toevoegt dat geen lineaire combinatie van de
elementen van A is, dan behoud je een vrije verzameling.

Gegeven: A = {d,ds,...,d,} IS vrij en ad is geen lineaire combinatie van {d,ds,...,d,}.
Te bewijzen: AU {a} is vrij.

Bewijs.
Veronderstel dat AuU {a} niet vrij is.

Ik, ki, ks, ... .k, € R niet alle 0: (1)
k@ + kid@y + kads + ... + kpdn =0 (2)
Gevall: k=0
Uit (2) volgt:

k161+k262+...+kn5n:6

Wegens (1), is dit een niet-triviale combinatie.
Hieruit volgt dat A niet vrij is.
Dit is strijdig met het gegeven.

Geval 2: k#£0
i="g 15251 g
—kal A 2 kan

a is een lineaire combinatie van A.
Dit is strijdig met het gegeven.

Dus Au{a} is vrij. O

>
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11. Is D een vrije verzameling van V?

(@) V=R3en D={(2,-1,3),(0,4,1)}

(b) V=R3*en D ={(1,0,7),(2,1,-3),(2,1,-3)}

(C) V =Ryz] en D = {x — 1,22}

(d) V=Rs[z] en D ={2—=,2%1—2%1+az+a?1}
(e) V=myen D= {i+bb+cc+a}

(f) V=R3en D ={(6,6,-2),(3,3, 1)}

(g) V=R?*en D= {(1,0,0),(1,1,0),(0,1,1)}

(h) v=R3en D =1{(2,-3,5),(0,1,2),(3,3,6),(0,0,1)}

12. Toon aandatV ={(1,3,-2,5),(3,2,—1,7),(-3,5,—4,1)} een vrije verzameling in de vectorruimte

R, R* + is.
Kan je aan V een element toevoegen zodat je nog steeds een vrije verzameling verkrijgt?

>
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4 Voortbrengende deelverzamelingen

4.1 Voorbeelden en definitie

13. (@) R, R?, +
D= {(-1,1), (1,2)}
Is (3,—5) een lineaire combinatie van D?
Is (z, y) een lineaire combinatie van D?

(b) R, R?, +
D= {(1,2, 0), (-2, 3, 0)}
Is (5,—2,1) een lineaire combinatie van D?

D is een voortbrengende deelverzameling van V als en slechts als elk element van V een
lineaire combinatie is van de elementen van D.

Gevolg: Span D = V

4.2 Eigenschappen

A) Als je aan een voortbrengende deelverzameling een element toevoegt, dan bekom je op-
nieuw een voortbrengende verzameling.

B) Als je uit een voortbrengende deelverzameling een element weglaat dat een lineaire com-
binatie van de andere elementen is, dan behoud je een voortbrengende verzameling.

>
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Stelling van GraBmann - Stanitz
Een vrije deelverzameling kan niet meer elementen bevatten dan een voortbrengende deel-
verzameling.

Bewijs.
We nemen een vrije verzameling met meer elementen dan een voortbrengende verzameling.
Veronderstel {d;, ds,ds} is vrij (1)

en {by,b,} is voortbrengend. (2)
|l eigenschap a)
{b1,b2,d, } is voortbrengend.

Omdat {b1,b,} voortbrengend is, geldt:

@y = kiby + koby (3)
| ki en k, zijn niet beide 0, anders zou: @ =0
en dit zou in tegenstrijd zijn met het gegeven dat {d;, @y, a3} vrij is.
Bijvoorbeeld k; # 0.
b= - 26
|l eigenschap b)
{bs,d,} is voortbrengend
|l eigenschap a)

{bs,d@,d>} is voortbrengend (4)

Omdat {b,,d,} voortbrengend is, geldt:

@y = l1by + Iy (5)
Ui #0
Zou l; =0, dan is wegens (4) d, een veelvoud van d;.
Dit is tegenstrijdig met {d;,ds, ds} is vrij.

|l eigenschap b) en (4)
{d,,d»} is voortbrengend
|} definitie voortbrengende verzameling
as is een lineaire combinatie van d; en a,
Dit is tegenstrijdig met de veronderstelling (1) dat {a;, as,as} vrij is.

>
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14. Zijn de volgende verzamelingen voortbrengende verzamelingen van R, R? + ?

(a) {(L 23 71)) (23 7372)}
(b) {(1,0,0), (1, 1,0),(0, 1, 1)}
(C) {(4a 11 3)7 (_3a ]-7 2)7(73 07 1)}

(d) {(2,-1,3), (3,1,-3), (9,—2,6), (0,5,—15)}

15, W= /|2 b2 la, b, ¢ € R} is een deelruimte van R, R**?, +.
0 3a—5¢c

Bepaal de voortbrengende verzameling van vectoren voor .

>
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5 Basis en dimensie

5.1 Definitie en eigenschappen basis

Een deelverzameling A van V is een basis van R, V, + als en slechts als A vrij én voortbrengend
is.

Elke basis van R, V, + heeft evenveel elementen.

Bewijs.
Zij {di,ds,...,d,} een basis van V en {by,bs,...,b,} €en basis van V.

{@1,ds,...,a,} is een vrije verzameling en {51,52,...,5m} is een voortbrengende verzameling van V.
| stelling van GraBmann - Stamitz
n<m (1)
{@,d,,...,d,} is een voortbrengende verzameling en {by,bs,...,by} is een vrije verzameling van V.
| stelling van GraBmann - Stamitz

n>m (2)

Uit (1) en (2) volgt: n =m. O

De dimensie van een vectorruimte is het aantal elementen van een basis van deze vector-
ruimte.

Voorbeelden:

o dim mg =2

o dim So =3

o dimR?=2

o dim R?*2 =4

>
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Als {&|, & ... &,} een basis is van R, V,+ dan kan je elke vector op juist één manier schrijven
als een lineaire combinatie van de basisvectoren.

Bewijs.

e Minstens één manier:

Omdat {é},és,...,e,} voortbrengend is, kan elke vector ¢ € V geschreven worden als een
lineaire combinatie van {é,é,,...,é,}.

e Hoogstens één manier:

Veronderstel dat je een vector v € V op twee manieren kunt schrijven als een lineaire combi-
natie van de basisvectoren:

U="ki€1 + koo + ...+ k&, en v=10¢e +1lzes+...+1,E,.

Y
0= (k1 —11)& + (ko —1)& + ... + (kn — 1,)€n.
I {é1,é,...,8,} is vrij
ky—li=0enky—Ily=0en -k, —1I, =0.
Y

ki=lLenky=Iyen ---k,

Je kan een vector dus maximaal op één manier als lineaire combinatie van de basisvectoren
schrijven.

O

Als je vector van R,V,+ op juist één manier kan schrijven als een lineaire combinatie van
{€1, & ... e,} , danis {é, & ... &,} een basis is van R, V, +

Hoofdstelling van basisvectoren
De deelverzameling B van V is een basis van de vectorruimte R, V, +

)

elke vector van V kan op juist €én manier geschreven worden als een lineaire combinatie van
B

Opmerkingen:

e dim {6} -0
e De basis van {6} bestaat uit nul elementen.

e Span ¢ = {6}

>
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5.2 Voorbeelden en coordinaten

1. R, m,+

), (0, 1)} is een basis

), (3, 2), (4,4)} is geen basis want een niet-vrije verzameling
), (3, 3)} is geen basis want een niet-vrije verzameling

)} is geen basis want een niet-voortbrengende verzameling

. ]R, RQ[.T], -+

1,z,2z? is een basis
(5,7,—1) zijn de codrdinatoren van -z2 + 7z + 5 t.o.v. de basis 1,z, 22.
We noteren co(-z2 + 7z +5) = (5,7, —1).

. RaRQ [ZL‘],+

@=1+5x—2% ¥=3+ 16z — 322, & =7- 8 — 8% Is {&, ¥, w} een basis van R, Ry [z], +?

Kunnen we een willekeurige vector a + bz + ¢ 2% van Ry [z], op een unieke manier schrijven
als een lineaire combinatie van @, v en w ?

We bepalen een lineaire combinatie van de knadidaat basisvectoren en bekijken of deze com-
binatie uniek is:

a + br +cq:2:k:(1—|—5x—ac2)+l (3+16x—3m2,)+m(7—8x—8x2) met k,l,m € R

k+3l4+Tm=a
5k + 16l —8m =10
—k—-3l—-8m=c¢

We lossen dit stelsel op m.b.v. matrices:
1 3 7la 1 0 0]152a — 3b+ 136¢
5 16 —8b|] ~ |0 1 0| —48a+b—43c
-1 -3 =8¢ 0 0 1 —a—c

Het stelsel heeft dus een unieke oplossing.

Besluit: {u, ¢, @} is een basis van R, Ry [z], +

>
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5.3 Som van deelvectorruimten

De som van twee deelvectorruimten A en B is de vectorruimte voortgebracht door de unie
van deze twee deelvectorruimten.
Symbolisch: A+ B = span (AU B)

Alternatieve eigenschap
A+B ={d+ b| dcA D B}

Bewijs.
Stel M ={d+b|daec Anbe B}.
We bewijzen dat M = A + B door te bewijzendat M c A+ Ben A+ B C M.

1)A+BcCcM

V61+51,62+52 eM Vr,seR:
7‘((_1:1 -+ 51) + 8(62 + 52) = (rd'l —+ 862) + (7’51 + 852)
€A €B
ll — —
(rdy + sdz) + (rby + sba) € M
|} criterium deelvectorruimte
M is een deelvectorruimte

EM=ACM (1)
EM=BcCcM (2

Uit (1) en (2) volgt: AuB c M.

Dus, M is een deelvectorruimte die AU B omvat en A + B is de kleinste deelvectorruimte
die AuB omvat. Dus A+ B C M.

2) MCA+B

Vi+tbeM:GeA=adc AUB
beB=bc AUB

@+ b is een lineaire combinatie van elementen van AU B
. A3
a—+bespan(AU B)
|} definitie A+ B
G+bc A+ B

Dus, M C A+ B. O

>

UHASSELT 22




Vectorruimten

5.4 Dimensiestelling

Voorbeeld: A en V zijn deelruimten. Dan zijn AN B en A+ B ook deelruimten.

Figuur | Dimensie A B ANB A+B
1
2
3
4
Figuur 1 Figuur 2

. Figuur 4
Figuur 3

=1
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dim (A+ B) =dim A+dimB —-dim(4 N B)

Bewijs.
SteldimA=2,dimB=3,dim(A NB)=1.
We moeten dan bewijzen dat dim (A + B) = 4.

dim (AN B) =1 = de basis van (4N B) telt één vector, bijvoorbeeld v,
dim A = 2 = de basis van A telt twee vectoren
| 71 € AN B C A en v is lineair onafhankelijk.
We breiden {#;} uit tot een basis van A.
{th, U2 } is een basis van A.

dim B = 3 = de basis van B telt drie vectoren
77 € AN B C B en 7, is lineair onafhankelijk.
We breiden {#;} uit tot een basis van B.
{th, W, Ws } is een basis van B.

A+ B =span (AU B) = span{v,, v, W, wa }.
A+ B wordt dus voortgebracht door {7, v, W, ws }.

Om te bewijzen dat dim A + B = 4 zullen we bewijzen dat {v;, v, Wi, ws } 00K vrij is.

Stel 3k, I, m, n € R: k) + [T + maby + nity = 0 (1)

kv + Uy = —mal; — nws
Jkth +10o e Aen —mw, —nwy € B
mwy +nwy € ANB
|} {#h} is een basis van AN B
muw + nws = pt; Metpe R (2)
I {#h, w1, w2} is lineair onafhankelijk want een basis van B
m=n=p=0
4 (1)
kT + 15y =0
I {v1,72} is lineair onafhankelijk want een basis van A
k=1=0
\

{171,172,1171,1/72 } is Vrij

{¥, Ua, Wy, Wy } is dus een basis voor A + B.
|} {01, U2, w1, ws } bestaat uit 4 vectoren
dimA+B=4 O

>
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16. Dun de verzameling A = {(1,0,1), (0,1,0), (2,-3,2), (0,0,0)} uit tot een vrije deelverzameling
van R? en vul daarna aan tot een basis van R3.

17. {(1,0), (1,1)} is een basis van R? Bepaal de coérdinaten van de vectoren t.o.v. deze basis:

(a) #(3,-4)
(b) 7(0,2)
(c) Z(1,6)

18. (a) De codrdinaat van # t.o.v. de basis {(1,1), (1,—1)} van R? is (4,3).
Bepaal de codrdinaat van 7 t.o.v. de canonieke basis {(1,0), (0,1)} van R?

(b) De codrdinaat van # t.o.v. de basis {(1,1), (1,—1)} van R? is (4,3).
Bepaal de codrdinaat van 7 t.o.v. de canonieke basis {(1,0), (0,1)} van R?

>
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6 Lineaire afbeeldingen

6.1 Definitie en voorbeelden

Een functie van V naar W is een verband waarbij voor elk element van V hoogstens 1 element
van W overeenkomt.
Een afbeelding f: V — W is een functie waarvan het domein samenvalt met V :dom f = V.

w ' v w \Y w
30 % %

Afbeelding Injectie Surjectie

Bijectie

Een afbeelding f van V naar W is een verband dat voor elk element van V precies één element
van W koppelt. Een element van W kan met meerdere elementen van V gekoppeld zijn.

Een afbeelding f : V — W is injectief als elk element van W hoogstens éénmaal bereikt wordt
door f.
Of: f:V = WisinjectiefalsVu, v/ eV:f(v)=f() = v=uv

Een afbeelding f : V — W is surjectief als elk element van W minstens éénmaal bereikt wordt
door f.
Of: f:V — W is surjectiefalsVweW:JweV: f(v)=w

Een afbeelding f: V — W is bijectief als elk element van W juist éénmaal bereikt wordt door f.
Of: f:V — Wis bijectiefalsVweW:3lweV:fw) =w

Een afbeelding f: V — W is lineair

)

Vi, U € V,Vr, s eR: f (7”171 + 5172) =rf (171) + Sf(ﬁg)

Voorbeelden

1) f: R? - R?: (z,y) — R?(x,0) is een lineaire afbeelding want
V(z1, 11), (22, y2) ERZVr, seR:

= flr (@1, @2) +s(22,92)] = f (re1 + sx2, ry1 + syo)

= (rzy + sz, 0) (1)
= rf(x1, y1) +sf (w2, y2) = r (w1, 0) + s(y1,0)

= (rz1+sy, 0) (2)

Omdat (1) = (2) is wegens de definitie f een lineaire afbeelding.
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2) f:R2=R?: (z, y) — (x+vy, 20—y, —y) is een lineaire afbeelding want
V(z1, 11), (22, y2) ERZVr, seR:

= f(rzy + sxa, Ty1 + Sy2)
= (roy+s @24 rys+syz, 2(rey 4 sw2) — (ryy + sy2), @1+ sx2 — (ry1 + 5Y2))

=7 f(z1, yiy +5 f(z2, y2)
=r(r+y, 22—y, 21 —y1) +s(v2a+y2, 2 72— Y2, T2 —Y2)
= (rey +ry1 + sxo + sy2, 2 rx1 — Y1 + 25T2 — SY2, TT1 — Y, + STa — SYy)

Omdat (1) = (2) is wegens de definitie f een lineaire afbeelding.

6.2 Eigenschappen

f(0-d) rekenregel
=0- f(d) fis een lineaire afbeelding
0 rekenregel

f(=a@) = f((-1).a) rekenregel
1). f(a@) fis een lineaire afbeelding
) rekenregel

6.3 Matrix en vergelijkingen

Voorbeeld
R,V,+ en R, W, + zijn vectorruimten met basis (¢, é, €3 ), respectievelijk (d;, us ).
We bekijken de lineaire afbeelding f:V — W : f(&) =3 d — i
f(€2) =61,
f(€3) =5y + i
. . 3 6 5
We noteren deze afbeelding f in verkorte vorm: [_1 0 J

We noemen dit de matrix van f.

>
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z (1’1, T2, ZE3) eV en lj (yl, yg) ew

(@) = f(x181 + x28y + x3€3)
=1 f(€1) + x2 f(€2) +x3f (&3)
=x1 (B U —U)+ 2 (6U )+ ax3(5 U+ i)
= (B8x1+6 20+ 5 x3) U1 + (—x1 + 3) U
b (@)= §=wpnth +y2t2
{y1 =321+6 22+5 z3

Yo =—21 + T3

Dit zijn de vergelijkingen van de lineaire afbeelding f

{yl]_{3x1+6x2+5x3] of M_{s 6 5] o
vl | —x1 4+ a3 y2| -1 0 1] |72

T3
[V =W (z1,22,23) = (Y1,92)

(r1,29,23) = (31 +6 22 +5 23, — 21 + w3 )
Controle:
We nemen &, (1,0,0), é (0,1,0) 0,0,1), als basis
f(1,0,0) = (3, —1): 3-(1,0) —1-(0, 1)_ 3.y —1-1y
£(0,1,0) = (6,0)= 6- (,0)+0 (0,1) = 611 +0-
£(0,0,1)=(5,1)= 5-(1,0)+1-(0,1) = 5-@ + 11>

19. Zijn de volgende afbeeldingen lineaire afbeeldingen? Zo ja, bepaal de matrix.

(@) fi:R2 =R (2,9) = (@ + 2,y +2)
(b) fo:R =Rz — (2, 1)

(©) f3:R? 5 R?: (z,y) = (@ +y,2 —y)
(d) fi:R* = R%: (2,y) > (22 +y,32 —y)

(e) fs:R—=R:z—sinx
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6.4 Beeld en kern van een lineaire afbeelding

De kern van een lineaire afbeelding f: V — W is een deelverzameling van V:

ker f={veV|f(®) =0}

ker f is een deelvectorruimte van vV

Bewijs.
Vv, v ekerf; Vr, s eR:
froy+ sty ) =rf(0h) +sf(vs) f is een lineaire afbeelding
=r.0+4s0 th, U, ekerf
=0 rekenregel

Gevolg: rv) + sty € ker f
|} criterium deelvectorruimte
kerf is een deelvectorruimte van V O

De nulliteit » van een lineaire afbeelding is dimensie van de kern van een lineaire afbeelding
nf = dim ker f

Het beeld (image Im) van een lineaire afbeelding f : V — W is een deelverzameling van W:
Imf={f(0)v eV}

Imf is een deelvectorruimte van W

Bewijs.
V wh,ws € Imf; Vr, seR:
T + swWo = rf (1) + sf(T2 ) definitie Imf
= f(rvy + sty ) f is een lineaire afbeelding

Gevolg: rw; + sws € Imf
|l criterium deelvectorruimte
Imf is een deelvectorruimte van V O

De rang van een lineaire afbeelding is dimensie van het beeld van een lineaire afbeelding
rf = dim Im f

>
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Eigenschap

De beelden van een basis is een voortbrengende verzameling van het beeld.

Als {é1, é,...,€,} een basis is van R,V,+ , dan is {f(¢1), f( €2),..., f(€,)} een voortbrengende
deelverzameling van Imf.

Bewijs.
We moeten bewijzen dat elk element van Im f kan geschreven worden als een lineaire
combinatie van {f(é1), f( &) ... f(€,)}

Ve Imf: 30eV: f(0)=ud
U= x1€1 + x2€3... + x,€, Want {é, é,...,é,} is een basis van V
w:f v :f($1€1+ $2€2 St $n€,L)
=z f(€)+ x2 f(e2) ... + x, f(E,) f is een lineaire afbeelding
« kan geschreven worden als een lineaire combinatie van {f(é1), f( &) ... f(€,)} O

Dimensiestelling van kern en beeld van een lineaire transformatie

dimV = dim Im f + dim Ker f
=rf + nf

Bewijs.
Zij {é\,éx,...,€.} een basis van ker f.
Een basis is ook een vrije verzameling.

Een vrije verzameling kan uitgebreid worden tot een basis van V: {é},é,,...,€.,d1,...,Un—r}
| De beelden van een basis is een voortbrengende verzameling in Im f.

{f(&r), f(&),..., f(&), f(ii1),..., f(@,—)} is een voortbrengende verzameling in Im f
|| Definitie ker f: f(&) = f(é&) =...= f(&)=0

{f(idy),..., f(i@,_)} is een voortbrengende verzameling in Im f.

Is {f(d1),..., f(dn—r)} OOK een vrije verzameling in Im f?

Stel kyf(@1) + ... 4 kn_pf(Gn_r) =0
f(kytiy + ...+ kn_riln_,) =0 f is een lineaire afbeelding
kitih + ...+ kp_ptly_r € kel"f

I} {é1,é,...,¢e.}is een basis vanker f
kit + ..+ kp_plin_r =181 + 1285 ... + 1€,
Erty 4 ...+ byl — 116 — 128 ... — 1,6, =0
J{é1,é,..., e, u,...,u,_r}iS een basis, dus een vrije verzameling
ki=...=kp_r=l1=...=1,=0
\

{f(dr),..., f(i@,—r)}is 0Ok een vrije verzameling inImf

Besluit: {f(d1),..., f(@,—.)} is een basis in Im f.
Gevolg: dimIm f=n—r=dimV —dimker f O
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Voorbeelden

e We bekijken de afbeelding S: R™ = R™: (A1, Ao, ..., An) = (0, A1, ..., A1)
We noemen S de shiftoperator.
Het beeld van S zijn de n-tallen die het resultaat zijn van een n-tal waarop de shiftoperator
toegepast is. Deze beelden zijn steeds van de vorm (0, \1,...,A,—1). IMm S =span {é&,...,é,}
De kern van S zijn de n-tallen die op (0,0,...,0) worden afgebeeld. Dat zijn alle n-tallen met
enkel het laatste element verschillend van nul. Dus ker S =R {é,}.

e We bekijken de afbeelding f: R3 — R* met

£(1,0,0) = (1,1,0,2)
£(0,1,0) = (—-1,-2,1,-3)
f(oaoal):( 7*1a270)

Het beeld van f is de opspanning van de vectoren die het beeld zijn van de basisvectoren van
V =R3: Im f =span{(1,1,0,2),(-1,-2,1,-3),(1,-1,2,0)}

Deze opspanning is sowieso een voortbrengende verzameling voor Im f. Is deze opspanning
ook een vrije verzameling?
Stel £(1,1,0,2) +1(—1,-2,1,-3) + m(1,—1,2,0) = (0,0,0,0)

k—l+m=0 k—l+m=0 S-1-11=0 0=0
k=2-m=0 _ Jk=21-m=0 _ gl—Ql l—O@ 0=0
l+2m =0 m——fl m:—%l m:—%l
2k—31=0 2% — 31— 0 k=31 k=31

Dit is niet de triviale lineaire combinatie. Dus de opspanning is niet vrij. De vectoren f(¢;)
zijn een lineaire combinatie van de andere vectoren. We kunnen Im f dus beperken tot twee
vectoren zonder dat het voortbrengende karakter in het gedrang komt.

Bijv. Im f =span{(1,1,0,2),(-1,-2,1,—-3)}. Deze deelverzameling is wel vrij.

Dus een basis van Im f = {(1,1,0,2),( 1,-2,1,-3)}

Rang f =dimIm f =2

kerf—{veV|fU)
Stel ¥ = (a,b,¢) = a(1,0,0) + b(0, 1,0) ¢(0,0,1)

f(ﬁ):0<:>f( ) a(17170 2)+b( 71773>+C(1a717270):(0507070)
a—b+c=0 a—b+c=0 0=0
a—2b—c=0© a—2b—c:0© o 0=
b+2c=0 c:—%b c:—%b
2a —3b=0 a:%b a:%b

3 1

3 1

Nulliteit = dimker f =1

>
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1
e We bekijken de lineaire afbeelding f : R? — R3 met matrix A = (2
3

o = O
l\DOOI

—_
N——

Im f = Span{(l, 273)7 (05 170)7 (_la 37 2)}

Is {(1,2,3),(0,1,0),(-1,3,2)} een vrije verzameling?

Is £(1,2,3) +1(0,1,0) + m(—1,3,2) = (0,0,0) de triviale lineaire combinatie?
k—m=0
2k+1+3m =0
3k+2m =0

Uit de eerste vergelijking volgt: k =m en uit de derde vergelijking volgt: k = —Zm.
Dit is enkel mogelijk als ¥ = m = 0. Daaruit volgt dat ook [ = 0.
{(1,2,3),(0,1,0),(-1,3,2)} is dus een vrije verzameling.

Rang f=dimIm f=3

Wegens de dimensiestelling is de nulliteit gelijk aan nul.
Dus ker f = {(0,0,0)}.

20. Bepaal de kern en het beeld van de lineaire afbeelding f : R? — R® met matrix 4 = (

6.5 Isomorfismen

1
2
3

S =N

) .

f:V — W is een injectieve afbeelding < ker f = {0}

Bewijs.
=

0
f(Z) = f(0) (eigenschap)
0 f is injectief

0
=0 (fis een lineaire afbeelding)
k

f(@ — 2
71 — To € ker f (definitie kern)
i — 7, =0 (gegeven)
i:l = —‘2

Besluit: f is injectief

>
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f:V—>W, met {€,...,6,} een basis van V is een injectieve afbeelding

(i
{f(gl)’ f(€2)a ) f(gn)} is Vrij

Bewijs.
=
kf (@) + ko f (@) + o kaf(E) =0 (1)
f(k1@1 4+ koo + ...+ knéy) = 0 f is een lineaire afbeelding
k1€1 + ko€ + ...+ kyé, € Ker f definitie kern
1€y + koo + ...+ knén =0 f is surjectief « ker f = {0}
ki=ko=...=k,=0 {é1,...,€,} is een basis van V, dus vrij

Ook (1) is de triviale lineaire combinatie
Besluit: {f(é1), f(€2),..., f(€n)} iS vrij

=
Vieckerf: f(Z) =0
f(x18) + 228+ ...+ 2,8,) =0 {é1,...,&,} is een basis van V
z1f(€1) + 2of(€2) + ...+ xnf(En) = 0 f is een lineaire afbeelding
0
0

Tl =T =...=Tp =

{f(er), f(€a),..., f(€n)} is vrij

Gevolg: ker f = {0}
Besluit: f is injectief

f:V—>W, met {€,...,€,} een basis van V is een surjectieve afbeelding
T
{f(&1), f(e2),..., f(é)} is een voortbrengende verzameling van W
Bewijs.
=

Als {é1,é,,...,é,} een basis is van V
|l eigenschap

{f(&1), f(e2),...,f(é.)} een voortbrengende deelverzameling van Im f
| fis surjectief dusIm f=W

{f(&1), f(ea),..., f(én)} is een voortbrengende deelverzameling van W

{f(&1), f(éa),...,f(é)} is een voortbrengende verzameling van W

VyeW: yis een lineaire combinatie van {f(é1), f(€&),...,f(é)} cIm f
I

Im f=W

f is surjectief
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Een isomorfisme is een bijectieve lineaire afbeelding.
V is isomorf met W als er een isomorfisme f:V — W bestaat.

Gevolg:

f:V—>WwW, met {€,...,é,} een basis van V is een isomorfisme

)

{f(€1), f(),...,f(€:)} is een basis van W

V en W zijn isomorf & dimV =dimW

>

UHASSELT

34



Vectorruimten

7

Eigenwaarden en eigenvectoren

7.1 Lineaire transformaties

Een transformatie of operator van V is een afbeelding f: V — V.
Een lineaire transformatie of operator van V is een lineaire afbeelding f: V — V.

Gevolgen:

v

v

v

Een lineaire transformatie heeft een vierkante matrix.
Im f is een deelvectorruimte van V.

fis surjectief & Imf=V
< {f(é1), f(€2),..., f(€,)} is een voortbrengende verzameling van V

In de meetkunde werken we ook met transformaties.

Een isometrie is een transformatie die figuren afbeeldt op congruente figuren.
Transformaties die figuren op gelijkvormige figuren afbeelden zijn gelijkvormigheden.
Isometrieén en gelijkvormigheden zijn al dan niet lineaire transformaties.

21.

De spiegeling om de x-as sx : mp — mo : (z,y) — (x, —y) heeft als matrix: ((1) _01)

De spiegeling om de y-as s, : my = 7o : (z,y) = (—z,y) heeft als matrix: <_01 (1))

De spiegeling om de oorsprong s : mp — 7o : (z,y) — (—z, —y) heeft als matrix: (_01 _01>

De verschuiving t5; : mo — 7o : (7,y) = (z +a,y +b) met A(a,b) is geen lineaire transformatie.
Hiermee stemt geen matrix overeen die het voorschrift kan weergeven.

De homothetie met centrum O en factor »

h(o.r) : 70 = mo : (z,y) = (rz,ry) heeft als matrix: (g S)

De draaiing met centrum O over een hoek van 90° in tegenwijzerzin

7(0,90°) : my — 7o : (z,y) — (—y, ) heeft als matrix: (_01 (1))

De draaiing met centrum O over een hoek van 90° in wijzerzin

r(0,-90°) : mo = mo : (x,y) = (y, —x) heeft als matrix: <(1) —01>

Bepaal de matrix van de volgende lineaire transformaties

a) een spiegeling om de z-as en een spiegeling om de y-as.

b) een spiegeling om de z-as en een homothetie met centrum 0 en factor 3.

>
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7.2 De stelling van het alternatief

Een lineaire transformatie ¢ is injectief als en slechts als ¢ surjectief is.

Bewijs.
tis injectief
{ eigenschap
kert =0
T
dim kert =0
{ dimensiestelling
dimImt = dimV
{ Imf is een deelvectorruimte van vV
Imt =V
{ beeld van een lineaire afbeelding f is W < f is surjectiefen nuis vV = W
t is surjectief

Gevolg: Een lineaire transformatie is ofwel injectief én surjectief
ofwel noch injectie noch surjectief

O
7.3 Eigenwaarden en eigenvectoren
A € R is een eigenwaarde van een lineaire transformatie ¢ < 3 € V' \ {0} : ¢ (5) = Ao
U is een eigenvector van t met als eigenwaarde \.
Vi = {0 € V;¢(¥) = A0} is een eigenruimte van ).
V, is een deelvectorruimte van V.
Bewijs. Vr, sec R,V U, WWe V) :
t(r-v+s-wW)=r-t{0)+s-t(w) t is een lineaire transformatie
=r-AM+s-\0 definitie eigenruimte V,
=ANr-v+4s- ) commutatieve en distributieve eigenschap
=r-v+s-weVy criterium deelruimte O
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Voorbeeld

We bekijken de lineaire transformatie ¢t in R, V, met dimV = 2:

t(gl) = e + €,
t(gg) = —2¢1 + 4éy

-6 )

{yl =11 — 222 (%)

Yo = x1 + 41

) is een eigenwaarde van ¢

35 € V\ {0} : ¢(2) = A7

3 (x1,2) € R*\ {(0,0)} : (y1,92) = A (21, 72)

Y1 = Az
Y2 = AT

Wegens (*) geldt dus ook: {

(I=MXNxy —222=0
$1+(4—)\>I2:O

Omdat (z1,2) # (0,0) moet de matrix singulier zijn. Dus |*

(1= N4 —X)+2=0
A2 —5A+6=0
A=20f A=3

Eigenruimte bij A =2

xr1 — 21’2 = 2$1
xr1 + 41’2 = 2.’E2

{—331 — 2.132 =0

=1 =2
I1+2I2:O 1 2

Vo = {—2:1?251 + ZE2€2; To € R}
= {2 (—28, + &) ;22 € R}
_ R (=26, + &)

Eigenruimte bij A =3

xr1 — 229 = 321
T, + 4re = 329

{—21’1 - 21’2 =0

= T1 = —T2
1 +29=0

Vi = {—x2€1 + 2263, 22 € R}
= {xg (—€1 + 52) 1 Xg € R}
R (=& + &)

>
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T, — 2332 = )\1‘1
T + 4x9 = A29

- =2
1 4—-A

Dit is de karakteristieke vergelijking van ¢
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Opmerkingen

(1—>\)l‘1—2$2:0 . . .
Het stelsel {m (4= N)as = 0 (zie (xx)) kan je ook als volgt oplossen:

(1 — )\).’El - 21’2 =0 (1)

xr1 + (4 — )\)1‘2 =0 (2)

substitutie van (2) in (1) geeft: —(1—-X)(4—N)z2 — 225, =0

[F(1=XN)(4—=X)—2]z2=0

Omdat z, # 0 moet—(l—ﬁ) —2=00f (1-N)(4-XN)+2=0
Dit levert dezelfde karakteristieke vergelijking op: A2 —5\A+6=0

Zij v € V5, geldt dan t(v) = 20 ?
Vo =R (—28; + €) is een eigenruimte met ¢(¢)) = €1 +éx en t(éy) = —2€; + 4é;

t(0) = t(r(—2€; + é3)) met reR
= —2rt(e1) + rt(es) t is een lineaire transformatie
= —2r(€) + &) + r(—2€1 + 4é3)
= —2ré] — 2réy — 2réy + 4rés
= —4ré; + 2réy
= 2r(—2¢€; + )

=27

22. Hebben de volgende transformaties eigenvectoren? Zo ja, bepaal de bijhorende eigenruimte.

(a) t(er) =2e1 + &

t(é}) = 3€1 + 4é,

1
(b) t(e1) = 3é1 — 552
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7.4 Lineair onafhankelijke eigenvectoren

Eigenvectoren die bij verschillende eigenwaarden horen zijn lineair onafhankelijk

Gegeven: t (i) = My
t(t2) = Aatls
A1 #£ Ao

Te bewijzen: i, en iy zijn lineair onafhankelijk.
Bewijs.

kity + liis = 0 (1)

kt(dy) + lt(de) = (lineaire transformatie)
kAt + I\gily = (2)
AM(1) s Mkily + Mlidy =0 (3)
(2) = (3) : l(Ag = A1)iip = 0
I A2 — A1 # 0 (gegeven) en i@, # 0 want @, is een eigenvector
=0

—

substitutie in (1) : kd; =0

0
0

Gevolg: k i, + 1 @, = 0 is de triviale lineaire combinatie
Besluit: {u, iy } is vrij of @ ent, zijn lineair onafhankelijk

Gevolgen:

e Een lineaire combinatie van een n-dimensionale vectorruimte heeft hoogstens n verschillende
eigenwaarden.

e Als een lineaire transformatie van een n-dimensionale vectorruimte n verschillende eigen-
waarden heeft, dan kunnen we een basis bestaande uit eigenvectoren vormen.
t(ir) = My, t(da) = Aata, ..., t(Uy) = Ay
A - 0
De matrix vant¢: | ¢ . | is een diagonaalmatrix.
0 - A
We noemen ¢ diagonaliseerbaar.
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8 Herhalingsoefeningen

8.1 Definitie en rekenregels
23. Waarom is de verzameling van de singuliere matrices S = {M € R™*"|det M = 0} voorzien van

de optelling en de scalaire vermenigvuldiging van matrices geen vectorruimte?

24. Gegeven is de deelverzameling W = {(2s,0, —s,t) |s,t € R}.
Toon aan dat R, W, + een vectorruimte is.

25. Kanjederij 2,0, -2, -4, ... als lineaire combinatie van derijen 1, 2, 3,4,5, ...en 1, 2, 1,
2,1, ... schrijven?

8.2 Deelvectorruimten

2a a-+b

26. Gegeven: vectorruimte R, R?*3 4 en deelverzameling W = {[_b 0

0] | a,b ER}. Toon
3a

aan dat W een deelvectorruimte is van R?*3,

27. Gegeven: R, R} +en W = {(2s, 3s—t,s+5t)|s,t € R}.
Toon aan dat W een deelvectorruimte is van R3.

28. Gegeven: vectorruimte R, R?*2, +

a b a b
V= {Lb ()] | a,b ER} en W = {[C d] | a,b,c,d eRenaer_O}

Zijn V en W deelruimten van R2*2?

29. Gegeven: R,Rz],+
U= —2+22—22,0=3+42z+ 2% 7 =5+ 222
Behoort 5= —5 2% +6 2 + 14 tot Span { @, ¥, @ } ?

30. Gegeven: vectorruimte R,V,+en i, v € V.
Toon aan Span { @, ¥ } = Span{ €+ 9, ¢ — ¥ }.

31. De volgende verzamelingen zijn deelvectorruimten in R, R3, +.
V:{(a:, y, z) €R3| a:+y=0} en W:{(m, y, z) €R3 g:%:;}

Geef de verzameling van V.n W.
Is VN W ook een deelruimte?

32. Bepaal k € R zodat

(a) (2,-3,k) € Span {(5,1,2), (3,-2,—-1)} in R,R? +

(b) (k—l—x)s € Span 1,z,22,23 in R,R[z], +

>
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8.3 Vrije deelverzamelingen

33. Gegeven: {d;,ds,ds} is een vrije verzameling.
Is {d,a; + d2, a1 + @z} een vrije verzameling?

34. V = {22 + 2+ 1,322 — z + 2} is een vrije verzameling in R, R[z], +.
Is VU {-22% + 22 — 1} ook een vrije verzameling?

35. {ud,v,w} is een niet-vrije deelverzameling . Volgt daaruit dat v een lineaire combinatie van ¢
en w is? Waarom (niet)?

8.4 Voortbrengende deelverzamelingen
36. D= {xQ—x—i—L x+1,x2—|—2}

(a) Is D een voortbrengende verzameling van R, R, [z], +7?

(b) Is z2 lineair afhankelijk van D?

37. Gegeven zijn de volgende deelruimten. Bepaal van elk de voortbrengende verzameling:

(@) {a+b+(2a—b)z|a,beR}INR, Rz], +

(b) {[jSb lb’] la,b GR} in R, R>? 4
() {(k—1—-2m,k+1+2m) |k,lcR} inR, R +
(d) {(z,y,2) eR*| 2z —2y+2 =0} inR, R3, +
(e) {(a,bc,d)e R*|a+b=0enc—d=0}inR, R* +
38. Gegeven is de vectorruimte R, R*, + met de vectoren
@=(2,-3,5,—6), 0= (—4,6,—8,12) @ = (3,—4,5,—7), T=(0,1,—-2,4)
W = span {4, v, , @,Z }

- = =

Kan deze voortbrengende verzameling {4, v; «,#} gereduceerd worden? Kan je dus voor de
deelruimte W een voorbrengende verzameling vinden met minder elementen?

8.5 Basis en dimensie

39. Vul de verzameling B = {(2,—1)} aan tot een basis van R,R?, +

40. (a) A= {(1,0,0), (1, 1,,0), (1,1,1)} is een basis van R3. Welke vector(en) van A mag je door
(3,3,4) vervangen zodat je opnieuw een basis van R? bekomt?
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(b) A= {(0,1,1), (1, 0,1), (1,1,0)} is een basis van R®. Welke vector(en) van A mag je door
(3,3,4) vervangen zodat je opnieuw een basis van R? bekomt?

41. B= {(3,0,-2), (0,1,5),(2,—1,2)} is een basis R ,R?, +.
Bepaal de vector ¢ zodat co(¥) = (-2,1,7).

42. Bepaal de codrdinaten van ¢ = (2,4,8) t.o.v. de basis

(a) B= {(1,-3,0), (0,0,2), (2,-1,0)}
(b) B'= {(1,0,2),(2,1,0),(0,3,5)}

43. Ga na of de volgende verzameling een basis van R ,R3, + is

(a) {(1’273)7(]‘?071)7(07 ]‘3 1)7(07 ]‘72)}
(b) {(1,2,3),(1,0,1),(0,1,1)}
(c) {(1,2,3),(1,0,1),(0,1,2)}

8.6 Lineaire afbeeldingen

44, Bepaal de vergelijkingen van de lineaire afbeelding f : R? — R3 waarvoor geldt:
f(lal) = (07172) en f(_lal) = (271a0)

—
|
N

5
45. Bepaal de kern en het beeld van de lineaire afbeelding f : R? — R met matrix A = (4 1 2) .
5 0 5

8.7 Eigenwaarden en eigenvectoren

46. Met welke transformatie komt het volgend voorschrift overeen?

a) To —» 7o - (Ji,y) - (y,:z;)
b) 7o — w0 : (z,y) = (xCOSa —ySina,xSina + yCoOS )

47. Bepaal de matrix van de volgende lineaire transformaties

a) een draaiing van 90° in tegenwijzerzin met centrum 0 en een spiegeling om de y-as.

b) een spiegeling om de y-as en een draaiing van 90° in tegenwijzerzin met centrum 0.

48. Hebben de volgende transformaties eigenvectoren? Zo ja, bepaal de bijhorende eigenruimte.

(a) &) = —é

t(gz) =Tée1 + €
(b) t(é1) =¢é1+ e
t(€s) = —e1
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